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TD 2 : Polynomes de Newton et de Tchebichev

1 TD

Exercice 1 : Soit (z;,¥:)o<i<n une suite de points de R? telle que les z; soient deux & deux distincts. On
définit pour tout entier ¢ compris entre 0 et n,

[z:] = yi

pour tout i, entiers distincts compris entre 0 et n,

[xiaxj] _ [xj] - [xl] _ Yi — Yi
Tj — Ty Tj — Ty
et de manieére générale, on définit par récurrence pour tout entier ig, i1, ..., ix deux a deux distincts compris
entre 0 et n,
[mioaxilv e ,l’ik] = [mi17xi27 T 7xik} B [:Eifwx’im e ,xik—l] .
Tiy, — Ty

Montrer que 'unique polynéme de degré n qui interpole les points (z;, ¥i)o<i<n s’écrit sous la forme :

n k—1
P(X) = [zo, i) [J(X = 22).
k=0 =0

Quel est 'avantage cette formule, des polynomes de Newton, par rapport & la formule des polynomes de
Lagrange ?

Exercice 2 : Pour tout entier n, on définit sur [—1, 1] la fonction T;, : & — cos(n arccos(x)).
1. Déterminer les fonctions Ty et T7.

2. Montrer que pour tout n > 1 et pour tout z € [—1,1],
Tot1(z) + Thor(z) = 22 T, (). (1)

3. En déduire que T, est un polyndome de degré n dont on précisera le terme de plus haut degré.
4. Expliciter les racines de T), ainsi que la valeur de max {[T,,(x)|, = € [-1,1]}.

5. Montrer que les polynémes de Tchebichev sont orthogonaux pour le produit scalaire définit sur R[X] par

1
f(@)g(x
)= [ D1 g,
—1 1—=x
6. Montrer que le polynéme T,, est solution de I’équation différentielle

(1 —2%)y" —azy +n%y=0.



2 TD machine

Exercice 1 : Soit f la fonction définie sur [—1, 1] par f(x) = 1-&-2#

A Taide de la fonction lagrangef du TD 1, interpoler la fonction f sur des points équidistants de 'inter-
valle [—1, 1] avec des polynomes de Lagrange de degré 5, 10 et 20. Affichez sur un méme graphe les courbes
représentatives de la fonction f et des polynémes interpolateurs de degré 5 et 10 (avec des couleurs). Sur un
graphe a part tracer la courbe représentative du polynome interpolateur de degré 20. Qu’observe-t-on? Ce
phénomene et appelé phénomene de Runge.

Méme question mais en interpolant cette fois sur les racines des polynémes de Tchebychev. Qu’observe-t-on ?

Exercice 2 : A l'aide de la formule de récurrence (1) de 'exercice 2 du TD (et uniquement cette formule),
écrire une fonction function R = tchebichev(n,T) qui prend en paramétre un entier n et une liste 7' et qui
renvoie la valeur du n-iéme polynéme de Tchebichev T,, sur les éléments de la liste T'.

Exercice 3 : Ecrire une fonction function R = newton(X,Y,T) qui calcule les polynémes de Newton (méme
question que dans le TD1 avec la fonction lagrangeP mais cette fois en utilisant la formule de Newton).
Remarque : il est possible de faire cela par récursivité.



