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Chapitre 1

Introduction

L’objectif principal de ce mémoire est d’étudier les équations d’évolution de la forme 3y’ = Ay
avec A un opérateur linéaire non borné sur un espace de Banach complexe X et y une applica-
tion de R™ dans X. On rappelle qu'un opérateur linéaire non borné A est un opérateur défini
sur un sous-espace vectoriel D(A) de X. Nous chercherons a déterminer des conditions sur A
pour que cette équation admette des solutions. Pour cela nous allons introduire les semi-groupes
qui sont en quelques sorte une généralisation de la fonction exponentielle.

Dans un premier temps, nous allons développer dans l'introduction le cas ou A est un opéra-
teur linéaire borné sur X. Nous observerons la structure des solutions ce qui nous amenera a
considérer 1’équation fonctionnelle T'(t + s) = T'(¢)T'(s) avec T : RT — £(X) ayant une certaine
régularité. Les semi-groupes seront définis comme étant les solutions de cette derniere équation
et vérifiant 7'(0) = I.

Dans une seconde partie, nous étudierons les premieres propriétés des semi-groupes. Nous dé-
finirons le générateur infinitésimal d’un semi-groupe et nous verrons qu’ils sont solutions de
I’équation vy = Ay avec A étant le générateur infinitésimal du semi-groupe.

Dans les troisieme et quatrieme parties nous allons caractériser les générateurs infinitésimaux
de deux classes de semi-groupes ayant une régularité différente.

Pour finir dans la cinquieme partie, nous appliquerons la théorie obtenue pour résoudre 1’équa-
tion de la chaleur.

Notations

EF : L’ensemble des applications de F dans E.

L(X) : L’ensemble des applications linéaires continues de X dans X avec X un Banach.
X' : Le dual d’'un espace de Banach X.

D(Q) : L’ensemble des applications de © dans C de classe C* et a support compact.
IIT]| : La norme d’un opérateur 7' dans L£(X).

Im(A) et Ker(A) : L’image et le noyau de 'opérateur A.

p(A) et o(A) : L’ensemble résolvant et le spectre d’un opérateur A.

R(A\, A) : La résolvante de A.

D(A) : Le domaine d’un opérateur A.

W(A) : L’image numérique d’un opérateur A.

Re(z) : La partie réelle d’'un nombre complexe z.

Arg(z) : L’argument principal sur | — 7, 7] d’'un nombre complexe z.



1.1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Soit X un espace de Banach. On note £(X) I'ensemble des applications linéaires et continues
de X dans X.

Le but de cette section est de résoudre 1’équation différentielle y' = Ay avec A € L(X) et
y : RT — X vérifiant y(0) = z pour un z € X donné.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de Cauchy-Lipschitz linéaire)
Soient A€ L(X) etz € X.
Il existe une unique application y : RT — X dérivable sur R*, vérifiant

{ y(0) ==z (DE)

1l s’agit de la fonction

At
t — R
t—e m—Z(k!A x)
k=0

Démonstration :
Existence
Il est clair que la fonction ¢ — ez vérifie 'équation (DE) car %em = Aet4,
Unicité

Soient ¢ et 1 deux solutions de 1’équation différentielle (DE).
Posons § = ¢ — 1.
On remarque que 6(0) =0 et &' = AJ, donc
t
e RT, 6(t) = / Ab(u)du.
0
Soit ¢ > 0. Montrons par récurrence que

nvn
vneN, Yo e (0,4, [la(v)] < [[A] HS@IE”‘S”' (1.1)

Cette propriété est vraie pour n = 0, supposons qu’elle soit vraie pour n € N. Soit v € [0, t].
v
o) < [ 143w du

v nun
< 1Al [ 141 sup 6] du
0 n.: [O,t]

n+1

v
———sup||d]|.
CESy [16]]

A

IN

1A

Ainsi la propriété (1.1) est vérifiée.
On en déduit donc par passage a la limite (n — +00) que 6(t) = 0.
Ceci est vrai pour tout ¢t > 0, donc d = 0 et ainsi ¢ = ). O

Remarque

Soit T': t + et

Le théoréme 1.1.1 montre que {y : RT — X, v/ = Ay} = {t = T(t)x, x € X}.

Une des propriétés fondamentales de la fonction exponentielle nous donne la relation fonction-

nelle suivante sur T’
Vt,s € RT, T(t+s) =T (t)T(s) et T(0) = 1. (FE)
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Ainsi T est également solution d’une équation fonctionnelle plus générale car ne supposant pas
de régularité infinitésimale.

Dans le cas ot A est un opérateur linéaire borné les solutions de (DE) sont également solutions
de (FE). Ainsi pour résoudre I’équation (DE), on va s’intéresser aux solutions de (FE).

1.2 Equation fonctionnelle de Cauchy sur R

Cette section a pour but d’étudier les propriétés des solutions de 1’équation fonctionnelle (FE)
dite de Cauchy dans le cas simple ou X = R.
On peut noter que toute application linéaire de L£(R) est une application de multiplication donc
L(R) ~ R et on peut considérer T : RT™ — R.

Les propriétés qui suivent ne seront pas montrées.

Lemme 1.2.1 Si T une solution de (FE) d valeurs dans R, alors T est strictement positive
sur RT.

Proposition 1.2.2 T est une solution non nulle de (FE) d valeurs dans R si et seulement si
T =expo flg+ avec f: R — R une application Q-linéaire.

Théoréme 1.2.3 Soit T' une solution de (FE) d valeurs dans R. Les assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) T est borné sur un ensemble de mesure (de Lebesgue) non nulle ;
(ii) T est mesurable ;
(iii) T est monotone ;

(iv) T est continue en 0;

(v) Ja € R, Vt € RT, T'(t) = ™.

De plus, si T vérifie l'une de ces propriétés, T est dérivable et a = T'(0).

Pour X = R, le théoréme précédent nous donne une équivalence entre les solutions de I’équation
différentielle (DE) : 3/ = ay et les solutions de 1’équation fonctionnelle (FE) : y(t+s) = y(t)y(s)
vérifiant y'(0) = a.

Le but est maintenant d’établir pour un espace de Banach X quelconque des propriétés sur les
opérateurs linéaires A non bornés telles que 1’équation (DE) admette des solutions. Pour cela
nous allons introduire les semi-groupes, solutions de 1’équation (FE).



Chapitre 2

Définitions et premieres propriétés

2.1 Définitions

Soit X un espace de Banach sur C. On note £(X) l’ensemble des applications linéaires et

continues de X dans X, et on le munit de la norme uniforme ||T'|| = sup ||Tx||.
llell=1

De plus on note £(X )]R+ I'ensemble des applications de RT dans £(X).

Définition 2.1.1 On dit que T' est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés si et seulement
siT e LX)’ etVt >0, Vs >0,

On a vu en introduction que I’étude de 1’équation fonctionnelle de Cauchy (FE) sur R faisait
intervenir, en cas d’existence, la dérivée des solutions en 0. Ceci motive donc la définition qui
suit.

Définition 2.1.2 Soit T' un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés. On définit

Tt)x —
Dr=<{ze€X, lim 7( Jo -z existe
t—0 t
t>0
et
AT: DT — X
r s lim L@z—z
t—0
t>0

A7 est appelé le générateur infinitésimal du semi-groupe T'.

Remarques

Dr est un sous espace vectoriel de X et A7 est une application linéaire.

Dans le cadre des semi-groupes, il se peut que T ne soit pas dérivable en 0 pour la norme
uniforme mais que pour certains x € X, 'application ¢ — T'(t)x le soit. Cela n’était pas le cas
pour les solutions de (FE) sur R.

Si z € Drp, application ¢ — T(t)z est continue en 0. Nous verrons par la suite qu’un semi-
groupe vérifiant cette condition pour tout x € X s’appelle un C°-semi-groupe.



2.2 Etude des semi-groupes uniformément continus

Nous allons maintenant imposer des conditions de régularité aux semi-groupes d’opérateurs
linéaires bornés. Dans un premier temps, nous allons étudier ceux qui sont continus.

Dans la suite, si T' est une application de RT dans £(X). on dira que T' est continue (respecti-
vement dérivable) si elle est continue (respectivement dérivable) pour la norme uniforme.

Lemme 2.2.1 Soit T un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés.
T est continue sur RT si et seulement si T est continue en 0.

Démonstration :
Supposons que 1" soit continue en 0. Soit ¢ > 0.

Pour h > 0, T(t + h) = T(t) =T(t)(T'(h) — I).

Or llzlgb T(h) =T(0) = I. Ainsi,
%1_% T(t+h)="T(t).
h>0

Pour h <0 tel quet+h >0, T(t+h) =T(t) =T(t+h)(I —T(—h)).
T est continue en 0, donc il existe o > 0 tel que pour tout = € [0,a], ||T(z)| < |[I]|+1<2.
Posons n = E(L) + 1. Ainsi [|T(t + h)|| < HT(%)H" < 2™. On obtient donc

lim T'(t+ h) =T(t).

h—0

h<0

Ainsi T est continue sur R™. La réciproque est immédiate. O

Définition 2.2.2 On dit qu’un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés T est uniformément
continu si et seulement si T est continue sur RT.

L’étude des semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés uniformément continus présente de nom-
breux points communs avec 1'étude de solutions continues de 'équation (FE) sur R. On a le
résultat suivant :

Théoréme 2.2.3 Soit T un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés. Les assertions suivantes
sont équivalentes.

(i) T est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés uniformément continu ;
(ii) Ar € L(X);
(iii) il existe A € L(X) tel que pour tout t € RY, T(t) = et4.
Démonstration :

Supposons (). Montrons que 7" est dérivable en 0.
T est continue en 0, donc il existe 0 > 0 tel que pour tout s € [0,4], on ait |[|[I — T'(s)| <

Ainsi
1 1
HI——/ T(s) ds
0 Jo

Il vient que foé T(s) ds est inversible. Ainsi pour tout ¢t € R*,

T(t) = </05T(s) ds)1 </05T(s+t) ds) = (/jT(s) ds)1 </t5+tT(s) ds).

7

1
g

1 9
g—/ I = T(s)| ds < 1.
0 Jo




Ortw— ft‘Ht T'(s) ds est dérivable en 0, donc 7' est dérivable en 0.

Ainsi, Ap =T'(0) € L(X).

Supposons (ii). Pour tout x € X, posons T, : t — T'(t)x.
T, est dérivable en 0 donc pour tout t € RT et h > 0,
Tt+h)x—Tt)x Th)T(t)xr—T(t)x

_ / _
. - - — DT () = AT ().

Donc T}, est solution de I’équation différentielle y’ = Apy sur RT avec y(0) = z. Pour tout z € X,
par unicité de la solution & ce probleme de Cauchy, on obtient que Vt € RY, T(t)x = etA7 2.
Ainsi, il existe A € £(X) tel que pour tout t € RT, T(t) = 4.

Il est clair que si A € £(X) alors t — et est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés
uniformément continu. U

Corollaire 2.2.4 Tout semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés uniformément continu T est
dérivable sur RY et vérifie l’équation différentielle ' = Ary.

Réciproquement, l'unique solution de l'équation différenticlle y' = Ay sur RT avec A € L(X)
vérifiant y(0) = I est le semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés uniformément continu T :
t s et

On a donc montré qu’il y a égalité entre ’ensemble des solutions de (DE) avec A borné et
l’ensemble des applications ¢t — T'(t)x avec T solution de (FE) continue en 0.

On veut maintenant résoudre I’équation (DE) avec A non borné. On remarque que toute solution
de (DE) est dérivable et donc continue. On va donc considérer T" solution de (FE) avec t — T'(¢)x
continu pour tout x € X.

2.3 Etude des C’-semi-groupes

Définition 2.3.1 Un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés T est dit fortement continu si
et seulement si pour tout x € X, t — T(t)z est continue en 0. On dit dans ce cas que T est un
CO-semi-groupe.

Théoréme 2.3.2 Si T est un CO-semi-groupe alors T est exponentiellement borné, c’est-a-dire
Jw>0, M>1 tels que Vt >0, |T(t)|| < Me*".

Démonstration :
Montrons d’abord qu’il existe n > 0, M € RT tels que pour tout t € [0,7], || T()] < M.
Supposons le contraire. Alors, pour tout n € N*| il existe t,, € [0, %] tel que || T ()] > n.
Donc, il existe (t,), € (RT)N telle que nh_)ngo tn, = 0 et pour tout n € N, ||T'(t,)] > n.
Ainsi, sup||T'(t,)|| = +o0. De plus, il existe x € X tel que
neN

sup |7t = +oc.
neN

En effet, sinon, pour tout = € X, sup||T(t,)z| < +oc.
neN
Or, pour tout n € N, T'(t,,) € L(X) et X est un espace de Banach. Donc, d’apres le théoreme

de Banach-Steinhaus, sup||T'(¢,)|| < 400, ce qui est absurde.
neN
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De plus, on a lim ||T(t,)z — x| =0 car t, — O.
n—00 n—00
Et donc, il existe N € N tel que pour tout n > N, ||T(t,)z| <1+ ||z].
Ainsi, +oo = sup||T'(t,)z| < 1+ ||z|| + max||T(t,)x||, ce qui est absurde.
neN n<N

Dongc, il existe n > 0, M > 0 tels que pour tout V¢ € [0,7], ||T(t)| < M.
Comme || T(0)|| =1, M > 1. Soit w = %
Pour ¢t > 0, on peut écrire t =nn+4d, n € N, ¢ € [0,n]. On a donc

ITON = |1 TOT()"|| < M™ < MMY" = M.

Définition 2.3.3 On dit qu’un C°-semi-groupe T est de contraction si et seulement si
VE >0, [[T()llex) <1

Corollaire 2.3.4 Si T est un C°-semi-groupe, alors, Yx € X, lapplication t +— T(t)x est
continue sur R,

Démonstration :
Soit t € RT. Soit A > 0. On a

IT¢+he-TWll < |TO] TR - 2|
— 7@ Jlz — o] =0,

h—0
h>0
Soit maintenant h < 0 tel que ¢t + h > 0.
1Tt +h)z =Tzl < [T+ [lo=T(=h)x|
< M) g T(—h)a
— M et ||z — x| =0.
h—0
h<0
On a vérifié la continuité sur R* de I'application ¢ — T'(t)(z). O

Remarque
Ce corollaire signifie que = — T'(t)x est continue sur RT si et seulement si elle est continue en
0. Cela est tres similaire au résultat 2.2.1 sur la continuité de 7.

Proposition 2.3.5 Soit T un C°-semi-groupe. Alors, pour tout x € Dy et t >0,

T(t)x € Dr et 2T(t)ﬂv = AT(t)x =T(t)Ax

ot
Démonstration :
Soient € Dy et t > 0. Pour h > 0, on a
T+ h)x —T(t T(h)x — T(h) -1

h
Comme T(t) € L(X) et h+— T(h)x est dérivable en 0, on a

. T+ hx-Tt)x . T(h)—1T
%1_)1% . =T(t)Arz = 1111_>mo - T(t)x
h>0 h>0



De plus pour h < 0,

T+ h)z—T(t)x T(-h)x —x T(=h)—1I

- =T(t+h) ~ = — T(t+ h)x.
Or,
HT(t + h)%jﬁ” — T(t)Ags| < | T(t+ h)| ‘ %;f_:” —T(=h)Apa.

T est exponentiellement borné et le second terme tend vers 0. Ainsi,

lim T(t+hje =Ttz =T(t)Arx = lim T(=h) = IT(t + h)z.
h—0 h h—0 —
h<0 h<0
De plus,
T(—h) — —(T(t—h)x ="T(t T(t+h)x—"T(t
DT s e — Ty~ ZCE=Wr=TW) | T+ = T(0a
—h —h h
— T(t)(—AT.%' + AT.%') =0
h—0
h<0
d’apres ce qui précede. Donc
. Tt+hx—-THtr . T(=h)—1
}lllg%) . =T(t)Arx = %1_)1% TT(t)x.
h<0 h<0

11 vient donc que T'(t)z € Dr et on a

d
aT(t):c = AT (t)x = T(t)Ax.

O

On a vu en introduction que le probléme de Cauchy (DE) admettait une unique solution lorsque
A est un opérateur linéaire borné. Le corollaire suivant généralise ce résultat.

Corollaire 2.3.6 Si A est le générateur infinitésimal d’un C°-semi-groupe, alors le probléme
de Cauchy

= A
{ 0) =s € D) (PF)

admet une unique solution sur R™, celle-ci est donnée par t — T (t)x.

Démonstration :
Existence
L’application t — T'(t)z est solution par la Proposition précédente.
Unicité
Soit u une solution de (DE). Pour ¢ > 0 fixé, posons f défini sur [0,¢] x [0,¢] par f(x,y) =
T(t — x)u(y). L’application v : s — f(s,s) est dérivable sur [0,t] et pour s € [0,t] vérifie
0
V'(s) = 8—T(t —s)u(s) + T(t — s)u/'(s) = =T(t — s)Au(s) + T(t — s)Au(s) =0
x
Donc v est constante sur [0,¢]. En particulier, on a v(t) = v(0) et donc u(t) = T(t)z, ce qui
montre 'unicité de la solution. (]
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Corollaire 2.3.7 Soient T et S deux C°-semi-groupes.
Si Apr = Ag, alors T = S.

Nous allons maintenant chercher des conditions nécessaires pour qu’un opérateur linéaire A soit
le générateur infinitésimal d'un C%-semi-groupe.

Rappelons qu'un opérateur A est fermé si et seulement si G(A) = {(x, Az), v € D(A)} est
fermé dans X x X.

Proposition 2.3.8 Soit T un C%-semi-groupe de générateur infinitésimal A.
Alors, A est un opérateur linéaire fermé a domaine dense dans X.

Démonstration :

Soit z € X. Pour tout ¢t > 0, on pose z; = %fg T(s)x dx. Soit h > 0. On a

T(h)—1 1t
= = /0 (T(s + ) — T(s)z) dz
1 [tth 1 h
S T [
ht/t (s)x ds ht/o (s)x ds
Tz —
(t)x z
h—0 t

Donc, pour tout ¢t > 0, x; € D(A), et z; e
_>
Ceci est vrai pour tout € X. Donc D(A) est dense dans X.

Soit (2)n € D(A)N telle que z,, — = et Az, — .
En intégrant de 0 a t 'égalité de la proposition précédente, on obtient

T(t)xr —x = /Ot AT (s)x ds = /Ot T(s)Ax ds.

Ainsi, pour tout n € N,
t
T(t)xy — xpn = / T(s)Ax, ds.
0

L’intégrande converge uniformément sur des intervalles bornés, on peut donc écrire

T(t)x —z = lim (T'(t)x, — x,) = lim /Ot T(s)Ax, ds =

n—o0 n—oo

t t
lim T'(s)Ax, ds :/ T(s)y ds.
0 n—oo 0

Enfin, par continuité de 7', on a

T(t)r — 1t
lim Tt —= =lim- [ T(s)yds=y.
t—0 t t—=0 1t Jo
>0 >0
Donc z € D(A) et Az =y puis A est fermé. O

Théoréme 2.3.9 Soit A le générateur infinitésimal d’un C°-semi-groupe T .
oo

Si D(A™) est le domaine de A™, alors (| D(A™) est dense dans X.
n=1
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Démonstration :
Soit D(R* ) I'ensemble des fonction de R* dans C de classe C*° et a support compact. Pour
tout x € X et o € D(R?% ), on pose

v=a.= [ p(s)T(s)a ds.

Pour h > 0, on a
U=y = L %06 (s + e = T(s)0) ds

> 1

= | 7 (p(s —h) —@(s)) T(s)x ds.

On a fait le changement de variable u = s + h et pris la convention ¢ est nulle sur | — oo, 0].
Quand h tend vers 0, I'intégrande du terme de droite converge uniformément vers —¢'(s)T'(s)x
sur RT. Donc y € D(A) et

T(h)—1 0 1 0
Ay = }llim %y = / lim 7 (p(s —h)—@(s) T(s)x ds = —/ ¢ (s)T(s)x ds.
=0 0 30 0

Or pour tout ¢ € D(R%) et n € N, on a ¢ € D(R%).
Dongc, en itérant Pargument précédent, on a que pour tout n € N et y € D(A™),

Ay = (1" [T ()T (s)a ds

et donc que y € ﬂ D(A")
Soit Y = Vect {5'3@’ z e X, ¢ € D}. Y est un sous-espace Vectorlel de X et on a montré que
pour tout € X et ¢ € D(RY), z, € ﬂ D(A”) Donc Y C ﬂ D(A")

Supposons que Y ne soit pas dense. Alors par le théoreme de Hahn Banach, il existe ¢ € X'\ {0}
telle que pour tout y € Y, ¢(y) = 0. On a donc, pour z € X et p € D(R% ),

/O h @(s)p(T(s)r) ds = ¢ ( /0 - ()T (s)x ds) —0.

Soit maintenant z € X. La fonction continue s — ¢(7T'(s)z) est nulle sur Rt par le théoréme
des moments. En particulier, pour s = 0, ¢(z) = 0. Ceci est vrai pour tout € X, donc ¢ =0,
ce qui est absurde.

Ainsi Y est dense et le résultat est vérifié. O

Nous avons vu que si A était le générateur infinitésimal d’un C°-semi-groupe alors 1’équation
(DE) admettait une unique solution pour toute condition initiale y(0) € D(A). De plus pour
qu’un opérateur linéaire soit le générateur infinitésimal d’un C%-semi-groupe il faut qu’il soit
fermé et a domaine dense. Mais ce n’est pas suffisant. La prochaine partie donnera deux condi-
tions nécessaire et suffisante sur A pour qu’il génére un C°-semi-groupe.

12



Chapitre 3

Caractérisation des générateurs
infinitésimaux des C'-semi-groupes

3.1 Le théoréme de Hille-Yosida

Nous avons déterminé certaines propriétés des C°-semi-groupes et de leur générateur. Nous
allons dans cette partie donner une condition nécessaire et suffisante pour qu'un opérateur
linéaire non borné soit le générateur d’'un C°-semi-groupe.

Lemme 3.1.1 Soit A un opérateur linéaire générateur d'un CO-semi-groupe T.
SiX€C et [§°|eMT(t)| dt est bien définie alors \I — A est inversible et on a

RQ%:AMeMT@dh:QI—A)leaX)

Démonstration :
Soient h >0 et z € X,

T(h)—1 100 100
J%r—mmx — / ‘%Tt+Mx&——/ e N (D) dt
1 —\t
- - T
7 / t)x dt - /0 e (t)x dt
A1 1 rh
= / e MT(t)x dt — e)‘h—/ e MT(t)x dt
h 0 h Jo
— AR(N)z —z.
h—0

Ainsi R(A)z € D(A) et AR(N)x = AR(AN)z — x puis (A — A)R(\) = 1.
Soit x € D(A),

R\ Az = / e MT(t) Az dt = / e MAT(t)x dt = AR(\)z.
0 0

Ceci d’apres la Proposition 2.3.5 et car A est fermé.
On a donc (A — A)R(N) =1 et R(AN)(M — A) =
Ainsi, (A\I — A)~! = R(\) € L(X). O

Dans les lemmes suivants, A sera un opérateur linéaire fermé a domaine dense vérifiant

10, 00[ C p(A) et pour A >0, ||(AM — A)~7Y| < % )
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Lemme 3.1.2 Pour tout x € X, on a

lim A — A) oz =2z
A—00

Démonstration :
Soient € D(A) et A > 0,

IXAT = )™ — | = (AT — A (A — (AT — A))a]| < 1 Ax].

On a donc, pour tout z € D(A),

lim AN — A) "'z =2 (3.1)

A—00

Soient z € X et a > 0.

D(A) est dense dans X donc il existe y € D(A) tel que ||z —y|| < 5.
Par (3.1), il existe 8 > 0 tel que pour tout A > 3, [|A(Al — A)~ly —y|| < §.
Ainsi

INAL = A)~ e — a INAL = A) ™ = AL = A) 7yl + A = A) 7y =y + ly — 2]

<
< 2z —yll + AN = A) 'y —
<

a.
Ainsi lim MM — A)"lx =z O
A—ro00

Définition 3.1.3 On définit I’approzimation de Yosida de A comme la famille des opérateurs
bornés (Ax)rso définis par

Ay =AM — A= MM+ A+ AN — A7 = =M+ X2 — A7
Lemme 3.1.4 Pour tout x € D(A), on a
lim Ayx = Ax.
A—00

Démonstration :
Soient z € D(A) et A > 0.

AM —A) 'z =N+ A- XN - A) e =AM —-A) =Dz = (N - A) Az,

On a donc Ayz = MAM — A)~lz = A(A] — A)~1Az.

D’apres le lemme précédent appliqué & Az, on a le résultat recherché. O

Lemme 3.1.5 Pour A > 0, Ay est le générateur du semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés
uniformément continu de contraction (€'*);>q et on a

Vo € X, V(A p) €]0,00[2,Vt >0, |le!Mrz — x| <t|Ayz — A,z

Démonstration :
Soit A > 0. On a vu que Ay = A?(Al — A)~! — AT donc A) est un opérateur linéaire borné et
géneére le semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés uniformément continu (etAA)tZO.

HetA,\H < Het(AQ(AI—A)*l—)\I)H < ”e—t)\IH et>\2||(>\I—A)*1|| < e—tAet)\ -1
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Ainsi, (etAk)tzo est un semi-groupe d’opérateurs linéaires bornés uniformément continu de

contraction. Soient u > 0,t > 0et z € X.
Les opérateurs Ay, A,,, et et et commutent d’apres Péquation de la résolvante donc on a

8etsA)\et(lfs)A#x aetA#ets(AAfA#)x
s = s = tetA”eSt(AA_A”)(AAx - Aux).

1 HetsAx t(1—s)A. 1
ey — ety = / ¢ 68 T s = / tetAnest A —Au) (A gz — Aux) ds.
0 5 0

1
et — et < [ et e Ay — Ay ds.

et e — etug|| < t|| Ay — Az

O
Ces lemmes permettent de montrer le théoreme de Hille-Yosida dans le cas des semi-groupes de
contraction énoncé ci-dessous :

Théoréme 3.1.6 (Hille-Yosida pour les semi-groupes de contraction)
Soit A un opérateur linéaire. Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) A est le générateur d’un C°-semi-groupe de contraction T

(ii) A est fermé, D(A) = X, {z € C, Re(z) >0} C p(A) et on a

1 .
Re(\) 7

VA€ {z €C, Re(z) >0}, [[(M - A7} <

(iii) A est fermé, D(A) = X, |0,00[ C p(A) et on a

¥A€ J0, 00l AT = 4)7 1) < 5.
Démonstration :

Supposons (i). A est fermé et D(A) = X d’apreés la Proposition 2.3.8.

Pour tout A € {z € C, Re(z) > 0}, on a [le™MT(t)| < e ReMt,

On peut donc définir pour A € {z € C, Re(z) > 0}, R(\) = [¢° e MT(t) dt.

R(\) est linéaire et pour tout = dans X, on a

IRl < [T le T @a] at < [T ol dt = = lall.
0 0

Re(A)
Pour tout A € {z € C, Re(z) > 0}, on a |R(N\)| < R%()\).
D’apres le Lemme 3.1.1, on a R(\) = (M — A)~! donc (i) = (ii).

(74) implique clairement (7).

Supposons (7ii), on a les résultats des trois lemmes précédents.
Soit x € X, par densité de D(A), il existe une suite (z,)nen qui tend vers z.
Soient K > 0, (n,m,l) € N3 et t € [0, K], on a

lema — gl < e (@ — @) + fle ey — e + [l (x - a)
< 2w =] + ey — e ray
<

2H1‘ — le + KHAmml — Anxl”
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On a donc convergence uniforme de (!4 ), ey sur tout compact et on peut définir 7'() comme
lopérateur de L(X) tel que
T(t)z = lim eng.
n—oo
On a que T est un C-semi-groupe de contraction car le semi-groupe t — et est de contraction.
La continuité forte en 0 provient de la convergence uniforme sur [0, K]. Il reste & montrer que
A est bien son générateur. Soient x € D(A), t > 0,

T(t _ tAn .. _ ,0XAp, 1 rt
M — lim & Y—°¢ T — lim - e A,z ds
t n—oo t n—oo t Jo

s+ e54n A, x converge uniformément vers s — T'(s)Ax sur le compact [0,t] car
1T (s)Ax — e¥4n Ap x| < ||T(s)Az — 34 Az|| + ||e*A" (A — Ax)].

On a donc T 1 1/t
TMr—x 1" sty 0 ds— : / T(s) Az ds.
0

t t Jo n—oo

En passant a la limite quand t tend vers 0, on a Ax = Apx et D(A) C D(Ar). D’apres le
premier sens de 'équivalence du théoréme, on a |0, 00[C p(Ar). Soit © € D(Ar), il existe y € X
tel que z = (I — A7)~y et il existe z € D(A) tel que y = (I — A)z.

r=I—-Ap) YU -A)z=UI—-Ar)'(I - Ap)z = 2.

On a donc D(Ar) C D(A) puis D(A) = D(Ar) et A= Ar. O

Remarque

On vient de trouver une condition sur A telle que I’équation (DE) admette une unique solution.
De plus, cette solution est limite uniforme des solutions de ¢y = Ay, quand A — oo avec Ay
les approximations de Yosida de A.

D’apres le Théoréme 2.3.2, pour tout CP-semi-groupe T il existe deux réels M et w tels que
pour tout ¢ > 0, ||T(¢)|| < Me*“*. Le théoréme suivant caractérise les générateurs infinitésimaux
de C-semi-groupes quelconques.

Théoréme 3.1.7 (Hille-Yosida)
Soit A un opérateur linéaire non borné. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) A est le générateur d’un C°-semi-groupe T vérifiant

Yt > 0,||T(t)|| < Me*

(ii) A est fermé, D(A) = X, {z € C,Re(z) >w} C p(A) et on a

VA e {z€C, Re(z) >w}, VneN, [[(Re(A) —w)" (M —A)™"|| <M ;

(iii) A est fermé, D(A) = X, |w,00[ C p(A) et on a
VA €lw, 00, Vn e N, ||[(A —w)" (A —A)™"|| < M.

Démonstration :
Supposons (7). D’apres la Proposition 2.3.8 Ar est fermé et D(Ar) = X.
Soit S définie par
S: [0,00] — L(X)
t — e WT(t).
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S est aussi un semi-groupe fortement continu et on a Ag = —wl + Ap.

Soit A € {z € C: Re(z) > 0}, pour tout ¢t > 0, [|e=*S(t)|| < Me ReWE,

On peut donc définir l'intégrale R(\) comme précédemment pour le semi-groupe S pour tout A
dans {z € C: Re(z) >0} et on a R(\) = (A — Ag)~!. Ainsi { € C: Re(n) > 0} C p(Ag).

De plus, A € p(Ag) & A — Ag inversible < (A 4+ w)I — Ar inversible & A +w € p(Ar). On a
donc {u € C: Re(u) > w} C p(Ar).

Montrons que ’on a I'inégalité demandée.

D’aprés I'équation de la résolvante, on a pour tout (A, i) € (p(As))?,

R(X, Ag) — R(p, As) = (1 — M) R(A, Ag)R(p, As).

On a donc % = —R(\, Ag)?.
Par récurrence, on a pour tout n € N,
O"R(\ A
TROA)  (caymiR(r, A5y,

Soient A € {y € C: Re(u) > w} et n € N.
Re(A —w) > 0 donc A —w € p(Ag).
Sin = 0, on a l'inégalité car M > 1. Supposons n > 1.

0 R()\ — W, AS) o 0 /Oo 6—()\—w)t5(t) dt = a_ /OO e—)\tT(t) dt.
0 0

O™ oM N
L’application ¢ —+ (—t)"e " T'(t) est intégrable, on peut donc rentrer la dérivée dans l'intégrale.

()

AL = A7) = (A = w) = Ag)™"| < m/o (="t T (¢) dt

M o0
107 =A™ < e /0 pr=le—(Re(N)-w)t .

Pour tout m € N vérifiant m > 2, on a a 'aide d’une intégration par parties,

) tm—1o—(Re(A)—w)t o0 (m _ 1) 0
gm=1,~(Re(N)—w)t qp _ / =2 ,—(Re(\)—w)t 34
/o ‘ w — Re(A) * Re(A) —w Jo c
(m—1) /°° —2 —(Re(\)—w)t
= — tm © wtde.
Re(\) —w Jo c

Puis par récurrence,

* m1~(Re(N)-w)t g, _ _ (m—1)! /°° CRe(-w)t g, (m—1)!
/0 t" e dt e\ — )T Jo e dt —(Re()\) ey

On a donc ||(Re(A) —w)™ (A — Ap)™"|| < M.
L’implication (it) == (i) est claire.

Supposons (7i7). Soit B = A — wl.
On va définir une nouvelle norme afin de se ramener au cas des semi-groupes de contraction.
Pour p > 0, on définit ||.||, par |z||, = sup|u"(ud — B) "« pour tout € X.

neN

Pour tout p > 0, ||.||, définit bien une norme et on a
(1) Vo e X, |l] < |zl < Mll2|/;
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(2) YA €)0, 1, NN = B) Y|, < 15
(3) Vo e X, VA €]0, ], [Jz]lx < [[#]]-

On a (1) car pour tout z € X. ||lz|| = |p°(ul — B) 2| < ||z||, < M||z].
Montrons (2). Pour tout z € X, ||u(ul — B) x|, = sup||p"*(ul — B)™"z| < ||z|, donc
neN

lp(ul = B) ™M, < 1.
Soit A €]0, u]. D’apres I’équation de la résolvante,
IAM = B) 'zl = [[Mpl = B) e+ Mu—A)(pl = B)" (AL = B) ||, ;
_ A w—A _
IAM = B) 'z, < ;HﬂfHu + TH)\(M_ B)~ ||,

Ceci car ||p(ul — B)7!|, < 1. On obtient (2) en regroupant les [|A(A — B)~!z||,,.
On a (3) car pour tout € X, ||z|x = sup||A\"(A — B) "z| < sup||A\"(M — B) "z, < ||z,
neN neN

d’apres (1) et (2).
Pour tout € X, (||z]|n)nen+ est une suite croissante et majorée par M ||z||.
On peut donc définir la norme |||, par ||z||, = ,}g&”an
Cette norme est bien définie et vérifie ||z|| < ||z]|, < M|z|.
Soit 3> 0. N = B) Lo, = Jim INOT = B) ol =l JA = B) e <
nz

Comme |||, et |.|| sont équivalentes, B est fermé et a domaine dense pour la norme ||.|[.
D’apres le théoreme de Hille-Yosida, B génére un C-semi-groupe de contraction S pour la
norme ||.||,.
Pour tout z € X, t € RT, [|S(t)z[| < [S(t)zlp < llzllp < Ml|z].
Si T est défini par

T: [0,00] — L(X)

t — e¥tS(t) 7

alors A génére le C%-semi-groupe T et on a pour tout t € RT || T(¢)|| = ||S(t)e*t|| < Mevt. O

3.2 Le théoreme de Lumer-Phillips

Soient X un espace de Banach et X’ son dual.
Pour z € X, x # 0, on note F(z) Uensemble {¢ € X', ¢(z) = ||z|| et|¢]| =1} et F(0) = {0x/}.
F(z) est non vide d’apres le théoreme de Hahn-Banach.

Définition 3.2.1 On dit qu’un opérateur linéaire A est dissipatif si et seulement si
Vz € D(A), 3¢ € F(x), Re(¢p(Azx)) <0.
Proposition 3.2.2 Si un opérateur A est dissipatif alors A vérifie
Vz € D(A), VA >0, |[(AM — A)z| > N|z]|. (3.2)

Démonstration :

Soient A dissipatif, z € D(A), A > 0 et ¢ € F(z) telle que Re(¢(Ax)) <0, on a

Mzll = Re(Ad(x)) < Re(Ad(x)) — Re(¢(Az)) = Re(6 (A — Ax)) < p(Az — Az)| < (A — A)z]|.
O
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Remarque
On peut montrer la réciproque a l'aide du théoreme de Banach-Alaoglu. Dans la suite, on
utilisera (3.2) comme définition.

Jusqu’ici, on a travaillé avec des opérateurs fermés. On va se donner un cadre plus général en
travaillant sur des opérateurs qui peuvent se prolonger en opérateur fermé. On va donc étudier
quelques propriétés de ces opérateurs.

On note G(A) le graphe d’'un opérateur A, c’est-a-dire G(A) = {(z, Az), z € D(A)}.
On note p; la projection de X x X — X donnée par p;(z,y) = =.

On dit que B est une extension de A si B est un opérateur vérifiant D(A) C D(B) et Az = Bx
pour tout z € D(A).

Définition 3.2.3 On dit qu’un opérateur A est fermable s’il posséde une extension fermée.

Proposition 3.2.4 Un sous-espace vectoriel G de X x X est le graphe d’un opérateur A si et
seulement si

0,y) €G = y=0.

Démonstration :
Supposons que (0,y) € G = y = 0. Si (z,y1) = (x,y2) alors y; = y2. On peut donc définir une
application A de p1(G) dans X qui & x € p1(G) associe 'unique y dans X tel que (z,y) € G.
De plus A est un opérateur car G est un espace vectoriel.
L’autre implication est issue du fait que A(0) = 0 pour tout opérateur linéaire A. O

Proposition 3.2.5 Si A est fermable alors A posséde une plus petite extension fermée notée

A et définie par G(A) = G(A).

Démonstration :
Soient A un opérateur fermable et B une extension fermée de A, on a G(A) C G(B) et G(B)

fermé car B est fermé. On a donc G(A) C G(B) et si (0,y) € G(A) alors y = 0 donc G(A) est
bien le graphe d’un opérateur. U

Corollaire 3.2.6 A est fermable si et seulement si pour tout (z,)nen € D(A)N telle que x, — 0
et Az, — z, on a z = 0.

Démonstration :
m est le graphe d’un opérateur si et seulement si il vérifie la condition donnée par la Propo-
sition 3.2.4 qui est celle énoncée dans le corollaire.
La proposition précédente montre que si A est fermable alors m est le graphe d’un opérateur.

Si G(A) est le graphe d’un opérateur, cet opérateur est fermé et c’est une extension de A donc
A est fermable. O

Proposition 3.2.7 Soit A un opérateur linéaire dissipatif. On a les propriétés suivantes :

— si A est fermable alors A est dissipatif ;
— st D(A) = X alors A est fermable.
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Démonstration :
Supposons que A soit fermable. Soient x € D(A), y = Az. 1l existe (2, )neny € D(A)Y, telle que
Ty, — x et Ax, — y. Soient A > 0,n € N.

Az — Aznl| = Ajnl].
En passant a la limite quand n tend vers l'infini, on a
Az — Az|| > Az||

ce qui montre la premieres assertion. Montrons la seconde assertion.
Supposons que A ne soit pas fermable.

Il existe (z,)nen € D(A)N telle que z,, — 0 et Az, — z avec ||z| = 1.
Pour tout ¢t > 0, z € D(A), et n € N, on a

1<+1 > A<+1 >>1
A LY

1 1
x+¥:cn—tA<x—|—;xn)H2

1
$—|—an

1
x—F;CEn

En passant a la limite quand n — oo, on obtient
| —tAz — 2| = ||=]|.
En passant a la limite quand ¢ — 0, on a
[l = z[| = [|l=]-
D(A) ne peut donc pas étre dense dans X, ce qui contredit I’hypothése. A est donc fermable. O

On va maintenant donner une condition de génération de semi-groupes pour les opérateurs
dissipatifs a I’aide du Théoreme de Hille-Yosida.

Théoréme 3.2.8 (Lumer-Phillips)
Soit A un opérateur linéaire a domaine dense. Alors,
~ si A est dissipatif et s’il existe \g > 0 tel que Im(M\I — A) = X, alors A génére un
CO-semi-groupe de contraction sur X ;
~ si A génére un C°-semi-groupe de contraction sur X, alors pour tout A > 0, Im(A —A) =
X et A est dissipatif.

Démonstration :
A est dissipatif et & domaine dense donc A est fermable.
Nous allons montrer tout d’abord que Im(\gl — A) = X.
Soit (Agxp — Azp)nen une suite de Im(Agl — A) qui converge vers un z. On a, pour tout
(n,m) € N2,

1
|20 — Zm|| < )\_OH()‘Oxn — Axp) — (NoTm — Azp)||-

La suite (z,)nen converge donc vers x € X, de méme que (Azy,)nen car Az, = Aozyn — (Aoxn —
Azy,).
On a donc z = A\gx — Az puis X = Im(A\gl — A) C Im(Agl — A).

Reste a montrer que ]0,00[ C p(A) pour utiliser le théoreme de Hille-Yosida pour les contrac-
tions, on aura l'inégalité grice a la dissipativité.
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Montrons que p(A) NRY est ouvert et fermé dans R .

p(A) est ouvert donc son intersection avec R est ouverte.

Soit (An)nen une suite dans p(A) NRY qui converge vers un A > 0.

Soit y € X. Pour tout n € N, il existe x,, € D(A) tel que y = Az, — Axy,.

On a Ap||@n|| < [[Anan — Ay || donc [lay || < ﬁlly\l

(An)nen converge vers un réel strictement positif donc il existe ¢ > 0 tel que pour tout

n € N, \, > ¢ donc ||z,|| < L||y||. Soit (n,m) € N on a

— [y
AallTn = Tl < N An(Tn — 2m) — Az — 20)|| = |y + A = An)Tm — Yl < (A0 — Am,?

i~ 2l < 2~ Al 2]

La suite (zy,)nen converge vers un x et, comme y = A\, &, — Azy, (Ax,)nen converge aussi.

Comme A est fermé, y = Az — Azx. De plus, \I — A est injectif, et I'inverse est borné par
dissipativité donc p(A) NR% est fermé dans R .

Comme A\g € p(A) NRY, c’est un ensemble non vide ouvert et fermé dans R* donc R* C p(A).
D’apres le Théoreme de Hille-Yosida, A géneére un C%-semi-groupe de contraction.
Réciproquement, supposons que A génére un C°-semi-groupe de contraction T.

On a R% C p(A) donc pour tout A > 0, Im(A] — A) = X. Soient € D(A), v #0 et ¢ € F(x).
Pour tout ¢ > 0, [6(Ti)]| < 9] Tie]| < [lo]| donc Re(2g(Tix — 2)) = L (Re(¢(Tr)) — [l < 0.
En passant a la limite quand t tend vers 0, on obtient Re(¢(Ax)) < 0.

A est donc dissipatif. O

Corollaire 3.2.9 57 A est fermé et a domaine dense alors : A est le générateur infinitésimal
d’un C°-semi-groupe de contraction si et seulement si A est dissipatif et s’il existe \g > 0 tel
que Im(NogI — A) soit dense.

Démonstration :
Le corollaire découle directement du Théoréme précédent et du fait que si A est fermé alors A
est fermable et A = A. O

Corollaire 3.2.10 Si A est dissipatif, a domaine dense et vérifie p(A) "R # @, alors pour
tout x € D(A), le probléme de Cauchy

0) ==
{ z’('f) = Ay(t), Vt>0 (DE)

admet une unique solution u qui vérifie ||u(t)|| < ||z|| pour tout t > 0.

Démonstration :
L’opérateur A est dissipatif, & domaine dense et il existe A\g > 0 tel que Im(\gI — A) = X car
p(A)NRY # @.
Montrons que A est fermé. Soient z € p(A) et (z,) € D(A)N qui vérifie z,, — = et Az, — y.
Comme z € p(A), Popérateur (21 — A)~! est continu et on a

Ty = (2I — A) 7Y zx, — Azy) =2 (21 — A)7Hzx —y) = .

Ainsi z € D(A) et y = Az ce qui montre que A est fermé.
L’opérateur A génére donc, par le Corollaire 3.2.9, un C°-semi-groupe de contraction 7. On
obtient ainsi le résultat souhaité grace au Corollaire 2.3.6. U
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Chapitre 4

Semi-groupes holomorphes

Ce chapitre est consacré a I’étude de semi-groupes ayant une propriété de régularité plus forte.
On aura ainsi une caractérisation du générateur infinitésimal plus simple que dans le Théoreme
de Hille-Yosida ou I’on devait estimer toutes les puissances de la résolvante.

Nous allons étendre la définition des semi-groupes sur un secteur de C.

4.1 Caractérisation des semi-groupes holomorphes bornés
Définition 4.1.1 On appelle secteur d’angle 6 ’ensemble 35 de C défini par
Ys={z€C", |Arg(z)| < ¢}.

Définition 4.1.2 Soit 6 € 10, J].
On dit que T est un semi-groupe holomorphe d’angle § si et seulement si T : X5 U {0} — L(X)
vérifie

(2) T(O) =1 et Vzi,29 € X, T(Zl + 22) = T(Zl)T(ZQ) N

(ii) T est holomorphe sur Xs ;

(iii) Vo' €]0,0[, Vz € X, lin% T(z)x = x.

ey

De plus, si T vérifie

(iv) V&' €]0,6[, IM >0, Vz € Ty, ||T(2)] < M,
on dit que T est un semi-groupe holomorphe borné.

On appelle générateur infinitésimal du semi-groupe T le générateur infinitésimal du semi-groupe
Tlg+-

Définition 4.1.3 Soit A un opérateur linéaire fermé da domaine D(A) dense.
On dit que A est 0-sectoriel (6 €]0,5]) si et seulement si

Y5 Cp(A)

et
< Me

Ve €0,0], 3M: > 1, VA€ Ty \ {0}, I = 47| < 5
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Théoréme 4.1.4 Un opérateur linéaire A géneére un semi-groupe holomorphe borné d’angle §
st et seulement si A est §-sectoriel.

Démonstration :
Supposons d’abord que A soit §-sectoriel. Nous allons construire un semi-groupe holomorphe
borné d’angle 9.
Soit T vérifiant T(0) = I et défini sur X5 par

1
T:z— 2—/ e (ul — A~ dp. (4.1)

1T

z

v, : R — C étant un chemin continu & image dans E%_Hg et vérifiant

30 € )\ Arg(2)]. 3l a(t) o [t TEE). (42)

e}

Dans cette définition, T" dépend a priori du chemin .
Nous allons dans un premier temps montrer que 7T’ est bien défini pour un chemin précis, puis
que T ne dépend pas du chemin choisi.

Plus précisément, Vz € 3, soit ', la concaténation des chemins T'l, T2, T' ou

rt: }_007_|_i|} — C
¢ s —tei(5+Y)
R [5-8.340] —
0 — L et
|2]
I’z : {ﬁ,—l—oo{ — C
¢ s tei(5F)

6—|A ,
avec & = 0 — € pour uneE}O,%{ﬁxe.

Im(z) Im(z)

|-
=
@
2
N
X

]

FIGURE 4.1 — Chemin T,
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Commencgons par remarquer l'inégalité suivante, qui sera trés importante par la suite.

3
—77T—|—6§Arg(z)—g—6+6§—g—e. (4.3)

Elle résulte d’une part de —7 < Arg(z) — ¢ et d’autre part de 2e < § — Arg(z).

Montrons que les trois intégrales définissant T'(z) pour I', existent.

A étant J-sectoriel, il existe M > 1, pour tout A € Err+5/ \ {0}, ||(AT — A)~L| < % Ainsi,

=]

/7 ft\z\cos(Arg(z H( (%-}—5/)[ _ A)fl” dt

IN

[, -
r}

_1
< / T el cos(Arg(2) -5 -5 M 4,

[e.e]

400 .
< / efusm(s) % du.
1

u

La derniére inégalité venant d’apres (4.3), de la majoration
™ ™ .
cos(Arg(z) — 5 d+e€) < COS(—E —¢) = —sin(e) <0

et du changement de variable u = —|z|t.

L’intégrale suivant I'} est donc bien définie.

En utilisant I’encadrement (4.3) que I'on peut appliquer a Z, on obtient cos(Arg(z)+5+0—¢) <
cos(§ + €) = —sin(e) < 0 et par des majorations similaires,

Pour I'intégrale suivant I'2, on obtient

+
< /1 > 625|z|cos(Arg(z)Jr%Jré’) % dt
Tz]

< /+oo e—usin(a) % du.
=~ . »

[ - an
T3

z

1+5/ —1
[oe@r—aytdn| < [0 eotaratero 1-a) |
T2 7 |Z| |2 |
Ty
/2+ Mecos(Arg(z)Jr@) do
= _zy
< 2mMe.

L’opérateur T est donc bien défini sur 35 pour les chemins I',.
Et on a méme mieux. Si on fixe d’abord un ¢’ €]0, §[, qu’on prend & = 5-3 alors on a Vz € S,

2
e € |0, % et donc on obtient les majorations effectuées précédemment, puis

s

M [+ g—usin(e)
IT(2)| < —/ " du+ Me.
1 U

Ceci montre donc que Vé' < §, T est borné sur X .

Il reste a voir que 71" ne dépend pas de I',.
Soient z € X5 et v, vérifiant la condition (4.2). On va montrer que l'intégrale suivant I', est
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égale a 'intégrale suivant .. Pour cela on va d’abord se restreindre aux lacets définis par I',,, ~,
et des cercles de rayon R > 0. Plus précisément, considérons les ensembles suivants pour R > 0

Dp={t€R, [L.(1)| <R} et Dy={t€R, [(1)| < R}.

Pour R assez grand, Dg et DY, sont des intervalles de R.
Soient to = min Dg, t; = min D}, t = max Dy et t3 = max Dp.
On définit maintenant le lacet A = ’YZ‘D%‘ . BDR\(*) T, b

- ODR|(,) avec
R

(%) = [Arg(.(t3)), Arg(T.(t2))], (xx) = [Arg(T.(to)), Arg(L'.(t1))] et Dg le cercle de rayon R

orienté convenablement.

AR est un lacet & image dans X5 et pu > e#*(ul — A)~! est holomorphe sur ¥ donc, par le
théoreme de Cauchy, [y e**(ul — A)~Ldu=o.
De plus,

Or comme I',(t) ~ |t|ei\_§\(%+5,) ~ Y:(t) on a lim Arg(v.(t3)) — § — ¢ = lim Arg(T.(t2)) —

R—oc0 R—o0
s ’
T _§ =0

Ainsi pour R assez grand le cosinus devient strictement négatif d’apres les majorations effectuées
précédemment.

Ar z
/ 9(I'z(t2)) MeR\z\cos(G-i-Arg(z)) dg|.
Arg(vz(t3))

<

[ -
ODgl (.,

Les intégrales suivant les sections de cercles tendent vers 0 et par passage a la limite on obtient
finalement

/ e (ul — A)~ dp =/ e (ul — A~ dp,
ceci pour tout chemin v, vérifiant (4.2). T est bien indépendant du chemin choisi.

Montrons que 1" est un semi-groupe holomorphe d’angle 9.

(7) Soient z1, 2o € X5, montrons que T'(z1)T'(22) = T'(21 + 22).

Pour cela, considérons &' € |max(Arg(z1), Arg(z2)),0[ et v = T',, défini plus haut et v =
'y—i—%—i—l. On a donc

T(:)T(2) = — 2// 421X (T — Ay V(AT — A)~ld) dp
vy

1 W21 pAZ2
= = / S ((ud = A) = (M= A) V) d) dp
vy

A—p
_ L/ ,u,zl( I A)fl L/ 6)\22 o) 4
= 2 ),C W 2 J A— 4t K
1 Az2 1< 1 el
N 20\ — A .
2ir ), AN =T 5 | 3T

dﬂ) .

La deuxiéme égalité vient de 1'équation de la résolvante et du fait que y(R) N +/(R) = @. La
troisieme égalité utilise le théoréme de Fubini.

De plus on obtient, par le théoréeme de Cauchy et en fermant les chemins (& gauche) par des
cercles de rayon tendant vers oo, les deux égalités suivantes

L/ T S T N,
2w Sy N —p 2im Jy A —p '
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En effet, ceci vient du fait que les intégrales suivant les sections de cercles tendent vers 0 quand
le rayon tend vers co. Par exemple pour la seconde on a pour R assez grand et € = § — ¢’

3x_¢ eReiezl ) 3r_s eltlz1|cos(0+Arg(z1))
/ ———Rie” dg| < / — de
z+5 A —Re Tie A eif
3r_ 5" —R|z1]sin(e)
2 e
= / Y
S+ 1-— N
— 0.
R—o0

Cecicar § +e < Z + 06 4+ Arg(z1) <0+ Arg(z1) <2m — 5 — ' 4+ Arg(z1) < 37” —¢.
Ainsi,
1 (z1+22) -1
T()T() = g [ O r - A" du
2im Jy
= T(Zl + 22).

(ii) Pour tout &' €]0, [, T est holomorphe sur X5, d'une part car u + e**(ul — A)~! est holo-
morphe et d’autre part d’apres les majorations uniformes effectuées plus haut par des fonctions
intégrables. T est donc holomorphe sur ;.

(4i) Soit ¢’ €]0, 8. Montrons que Vz € X, ll_r)% T(z)x = x.

2€X 51
En utilisant comme précédemment le théoreme de Cauchy et en fermant par des cercles dont le
rayon tend vers l'infini on obtient pour v vérifiant (4.2) (par exemple I'1) et pour tout z € Xy

De plus on a aussi que Vo € D(A), (ul — A)~ Az = p(ul — A)~lx — z. Ainsi,

1 1
T(2)r—x = o /ye‘” ((/U . ;) x du
1 Kz
= — 6—(,uI — A)flA:U dp
2w Sy p
1 1 .
— — [ —(ul —A)7 Az dpu.
220 29m Sy p
2€X 51

Pour le passage a la limite de la derniére ligne, on utilise le théoréme de convergence dominée
de Lebesgue grace aux majorations déja obtenues précédemment et parce qu’on peut prendre
|z| < 1. De plus p — (u — A)~1 Az est holomorphe sur ¥ donc par le théoréme de Cauchy on
obtient, pour R > 0,
/ Lour— A Az dp=o
v M

avec g le lacet défini comme + fermé a droite par un cercle de rayon R et car 0 est a 'extérieur
de vg. Or

1-{-(5’ . 2‘9 )
L/Q ZRG.G (R T — A Ax| ag < MIAZL
2w J-z_s || Re R R
Donc 1 1
lim T'(2)r —x = — / —(ul — A 1Az dp = 0.
ze—2>0 21 Jy
ZE€EX 5
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Ceci est valable pour tout z € D(A). On obtient finalement le résultat souhaité par densité de

D(A) dans X.

On a montré jusqu’a présent que T' était un semi-groupe holomorphe borné d’angle §. 11 faut
maintenant montrer que A est effectivement son générateur infinitésimal.

Soit B le générateur infinitésimal du semi-groupe T'|p+. T|g+ est un C?-semi-groupe borné
donc grace au théoreme de Hille-Yosida on a que R% C D(B). Ainsi 2 € D(B) U D(A) car
A est d-sectoriel. Donc pour montrer que (A, D(A)) = (B,D(B)), il suffit de montrer que
(2 — A"t =2l -B)!

D’apres le lemme 3.1.1 on a que la résolvante est égale a la transformée de Laplace de T en 2
car elle existe. On obtient donc pour v = I'y appliqué a ¢’ = g

R
(2I —B)™! = lim e 2T (t) dt
R—o0
= %// At A
&0 v

1 eftln=2) _ 1 N

= lim — / —— (I — A" dp.
R—oo 21T Jo pu—2

Or, par le théoréme de Cauchy appliqué a v fermé a droite (donc le lacet est orienté négative-

ment) par des cercles de rayon tendant vers U'infini, on obtient

1 1
— IT—A)du=—(21 - 4!
57 M—2(“ ) dp = —( )

—1 et A est sectoriel donc il existe M’ tel que

—-2) <
eR(u—2)
(ul = A)~" duf| < ’R/ |dpl.
/v | — QHM

L’intégrale de gauche existe bien car équivalent a t% en oco. De plus, le terme de gauche tend
vers 0 quand R tend vers +oo.

Ainsi on obtient le résultat souhaité, a savoir (2I — A)~! = (2I — B)~! puis que A est bien le
générateur infinitésimal de T'.

De plus, on a Re(u

On vient donc de montrer la premiére implication en construisant un semi-groupe holomorphe
borné T de générateur infinitésimal 'opérateur §-sectoriel A.

Réciproquement, soit T' un semi-groupe holomorphe borné d’angle § de générateur infinitésimal
A. Montrons que A est d-sectoriel.

Tout d’abord on peut remarquer que pour tout § €] —§,8[, Ty : t — T(te') est un CY-semi-
groupe borné. On a que A7, = e Ar d’aprés le lemme ci- dessous.

De plus, comme Ty étant un C%-semi-groupe borné on obtient par le théoréme de Hille-Yosida
que Xz C p(Ag,) et donc que pour tout 6 €] — 6, 4],

{ze7"® Rez > 0} C p(Ar).

Ainsi E%+5 C ,O(AT).

Soit maintenant ¢’ €]0, §[. Posons € = 5_T‘Sl. Toujours d’apres le théoréme de Hille-Yosida appli-
qué a T (54, il existe M > 0 tel que pour tout z € C* vérifiant Arg(z) € [-5 + 6" +2¢, 5 + '],
M M’

I— A< — <
= )l s Re(ze~10'+e)) — |z]
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Ceci car on a cos(Arg(z) — ¢ —e) > cos(e) > 0. De méme, il existe K > 0 tel que

K K’

% s ™ y T / -1
VZG(C vérifiant A’I"g(Z)G ———6,5—6 — 2¢ s H(ZI—AT) Hgm_g

2
De plus, comme —5 +¢' +2¢ <5 — ¢ —2¢, 0on a

M + K’

vz e E%Jﬂsl \ {0}7 H(ZI - AT)_1H < ’Z‘

Ainsi A est d-sectoriel, ce qui conclut la preuve. O

Lemme 4.1.5 Soit T un semi-groupe holomorphe d’angle J.
Pour tout 6 € | — §,6[, soit le C°-semi-groupe Ty : t v T(te?). Alors Ar, = e Ar.

Démonstration :
Soit A > 0 tel qu’il existe M > 0 tel que pour tout z € gy, || T(2)| < M 2l ce qui existe
par « généralisation » du Théoreme 2.3.2 (¢ € |0, — 0]). Comme précédemment, montrons qu’il
y a égalité des résolvantes grace a la transformée de Laplace qui existe.

(M — Ag,)™t = /O e MTy(t) dt

= e_w/e_)‘rein(r) dr.
g

avec v : t — te'? défini sur Rt. De plus, toujours en utilisant le théoréme de Cauchy et en
fermant par des cercles, on a

/e*’\”eiieT(r) dr :/ e*’\tein(t) dt.
”

0

Ceci car d’une part l'intégrale de droite existe et d’autre part car on a

O ARei-0) ' R 0) 17 AL R
/ le™ e T(Re"™)||R dw| < / e MReos(@W=0) p\rA SRR dw
0 0
< [9|MRe T 0,
R—o00
On obtient donc que (A — Ag,) ™! = (A — ¢’ A7)~! puis que Ar, = e Ar. O

Corollaire 4.1.6 Si A est 0-sectoriel alors A génére un unique semi-groupe holomorphe borné
d’angle §. L’expression de ce semi-groupe est donné par (4.1).

Démonstration :
Il n’y a qu’a montrer 'unicité, ’existence venant du Théoreme précedent.
Supposons que A génere les semi-groupes holomorphes 1" et S. Par le Corollaire 2.3.7 on obtient
que T|g+ = S|g+. Comme T et S sont holomorphe on obtient par le principe des zéros isolés
que T = S. O

Nous allons maintenant donner une condition suffisante sur I'image numérique d’un opérateur
défini sur un espace de Hilbert pour qu’il génére un semi-groupe holomorphe.
L’image numérique d’un opérateur linéaire T sur un Hilbert H est définie par

W(T) = {(z|Tz), x € D(T), ||| = 1}.
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Théoréme 4.1.7 Soient H un espace de Hilbert et A un opérateur linéaire d domaine dense.
Supposons qu’il existe 0 € ]0, 5[ tel que W(A) C X5 et W(A*) C Xs.
Alors A est fermable et —A génére un semi-groupe holomorphe d’angle 5 —0.

Démonstration :
Soient z € H, = # 0
Soit A > 0,

(z|Az) € W(A) C X5 donc Re({(z|Az)) >0

1
» Tl
Az — (—Az)||> = X?||z|]* + || Az||* + 2Re(x|Az) > N?|=||.

L’opérateur —A est donc dissipatif et comme — A est & domaine dense, —A est fermable puis A
est fermable.

Soit & € D(A), il existe (z,)nen € D(A)N telle que z,, — x et Az, — Az.

Par Contlnmté du produit scalaire, (z|Azx) € ;.

Ona D(A") = {z € H, 3z € H, Yy € D(A), (Ay|z) = (y|z)} donc D(A") c D(A*).

De plus, pour tout y € D(A), Ay = Ay donc A* est une extension de A" et on a W(A") C Ty.
Soit x € D(A) vérifiant ||z|| = 1. On remarque tout d’abord que pour tout A € C,

e —Aa| > |(Ae— Aoa)]

> A~ (Az|z)]

> dist(\, Xy).
Ainsi, pour tout z € H on a ||[Az — Az|| > dist(\, 3s)||z||. Donc si A € 3, on a que A\ — A est
injectif et & image fermée. Montrons que Im(A — A) = H. Pour cela montrons que Im(\I — A)
est dense dans H ce qui revient & montrer qu’il est d’orthogonal nul. Or on a Im(A — A)~+
I_{er(XI — Z*) De plus, comme A~ vérifie les mémes propriétés que 4, on a X — A~ injectif car
A € 3. Donc Im(M — A) = H ce qui entraine que A\I — A est bijectif pour tout A ¢ X5. De
plus, pour tout A &€ X5, x € X, on a

| = A)

2] < =l
— dist(\, Xs)

L’opérateur (A — A) est donc inversible. Soit 6 € 6, 7. Si 6 € |6 + F,7[, alors pour tout

X ¢ B dist(), 35) = [A| done sin(0 — §) < L=

Supposons désormais que 6 € ]6,6 + §], comme sin est croissante sur [0, 5], pour A € ¥g on a

i by
sin(d — 6) < dist(), ¥s)
Al
On a donc pour tout = € H, 0 € |6, 7, A € 3y,
1
AAT - A
AT =22 < sl

Puis, pour tout z € H, a € [0, 5 — 8], A € Bz, \ {0},
INAL +A) ] <
si

Comme on a aussi E%Jra C p(A), d’apres le Théoréme 4.1.4, —A génére un semi-groupe holo-
morphe d’angle § — 6. U

Nous avons vu dans le Corollaire 2.3.6 que le probléme de Cauchy (DE) admettait une solution
unique pour toute condition initiale y(0) € D(A). Pour les générateurs infinitésimaux de semi-
groupes holomorphes bornés on a le résultat plus général suivant.
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Corollaire 4.1.8 Si A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe holomorphe borné T
alors pour tout x € X le probléme de Cauchy

{ u(0) im | (DE*)

admet une unique solution a savoir t — T(t)x.

Démonstration :
Soit T' un semi-groupe holomorphe d’angle ¢ € ]0, %] quelconque de générateur infinitésimal A.
D’apres le Corollaire 4.1.6 pour tout z € X5,
T(z) = o [ e (ul— 4)~" dp
2im Jy,
avec -y, vérifiant (4.2).
D’une part on obtient grace au théoréme de convergence dominé que pour tout ¢ > 0,

1
T’t:—/ Ml — A)~h dp.
(1) =5 | ne (w )" du

D’autre part, on a que pour tout ¢t > 0 et x € X, T(t)x € D(A) car T, étant holomorphe sur
Y5, est dérivable en t. De plus, on a

1
AT(t) = ﬂ/ " Al — A)~! du
1
= — [ e (upl-A)t-1)d
%/%e (u(p ) ) du

1
= — PE(pl — A~ d
2in /.. © (g ) dp,

la derniere égalité venant du fait que f,yz et* du = 0 par le théoreme de Cauchy.
Ainsi pour tout x € X, on obtient que ¢ — T'(t)x vérifie le probleme de Cauchy (DE*).

L’unicité de la solution s’obtient comme dans le Corollaire 2.3.6 en utilisant la dérivabilité des
solutions sur R* et leur continuité sur R*. O
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Chapitre 5

Equation de la chaleur

5.1 Définition de I’équation

Nous allons maintenant étudier un exemple d’équation « d’évolution » : I’équation de la chaleur.
Plagons nous ici dans le cas out H est 'espace de Hilbert L?(R™) des fonctions de R” dans C de
module de carré intégrable avec n € N*,

On définit les espaces de Sobolev :

Wh2(R™) = {u € H, Vi€ [1,n], g—“ € H} et
-

2

ou o0“u
22(RnY) — H i 1,n]? H et Ho.
W22(R") u € H, V(i,j) € [1,n]7, or; chie Ox;0x; ©

Il faut noter qu’ici les dérivées sont au sens des distributions car toute fonction de L2(R™)
n’est pas différentiable. Dans cette partie 'application (x,y) — x.y désignera le produit scalaire
hermitien de C™.

Définition 5.1.1 (Laplacien)
L opérateur laplacien A est défini sur D(A) = W%2(R™) par

Af=%

k=1

0% f
x>

pour tout f € D(A).

Définition 5.1.2 (Equation de la chaleur)
L’équation de la chaleur est définie par

{ u0) =1 (EC)

du(t) = Au(t) Vt>0

avecu:RY —s H et f € H.

Le but de cette section est de montrer que cette équation admet une unique solution pour
toute condition initiale. Pour cela nous allons utiliser les outils de la théorie des semi-groupes
étudiés précédemment. Pour cela il nous faut d’abord obtenir quelques propriétés sur 'opérateur
laplacien.
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5.2 Propriétés du Laplacien et des espaces de Sobolev

Définition 5.2.1 (Opérateur gradient) L’ opérateur gradient V est défini sur W22(R"™) par

of
Vf= ( ) .
f 0% ) ic[1n]

Proposition 5.2.2 WH(R") muni du produit scalaire (.|.)y12rny défini ci-dessous est un
espace de Hilbert.

ov >

6% H '

N,/ ou
(ulehwraqun = (ulo)s + 3 (5

i=1

Démonstration :
Soit (tm )men une suite de Cauchy de W12(R") muni de la norme [|-lw1.2(mny associée au produit
scalaire (.|.)yy1.2(wn)-
Par définition de cette norme on a (uy,)men de Cauchy dans H et pour tout 7 dans [1,n], on a
(%‘T*j)meN de Cauchy dans H.
H est un espace de Hilbert donc il existe n+1 fonctions (v;);c[o,n) dans H telles que (um)men

tende vers vy et, pour tout i € [1,n], (%‘Tm)meN tende vers v; dans H. Soient i € [1,n],

f€DMR") et meN, on a
of O
feo == o

En passant a la limite on a

3f_
/anoaxi —_/anzf-

Finalement, pour tout i € [1,n], on a % = v; au sens des distributions. Ainsi vg € W1H2(R"?).
De plus (tm)men converge vers vy pour ||.||y1zgny. On a donc que W2(R™) est un espace de
Hilbert. O

Proposition 5.2.3 D(R") est dense dans WH2(R™) muni de la norme -2 mny-

Démonstration :
Soit u € W12(R™), on définit la suite (m )men PATr Um = Cm(pm * u) avec
- (pm)men une suite de D(R") telle que supp(pm) C B(0, 1), [gm pm =1 €t pp > 0 sur R";
- Gm @+ ((5) avec ¢ une fonction dans D(R") qui vaut 1 sur [-1,1] et 0 en dehors de [-2,2].
Soit m € N, uy,, € D(R"™) car (, € D(R") et pp, x u € C°(R").
Soit ¢ € [1,n],

Ou, _ ICm
8-%'1' N 31‘2

Opm * U
31‘2‘

(Pm * u) + Cm
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Soit ¢ € D(R™), i € [1,n],

/n(pm*u)gz - /n - pm(m—y)u(y)gz(x) dy dz
- / L) /]R pm(z —y) gfi (z) dz dy
= formear)

_ / Opm * ¢
N n ox;

ou

= — *
R~ 837@ (pm SD)
B / ( . au)
On a donc apam*” = P * a—m“i et comme [|Gnllf2mny < 1,

flu — um”L2(Rn) < [(pm * u) — uHL2(Rn) + [|Gmu — UHL2(R")-

La suite (4, )men tend bien vers u dans L2(R™). De plus,

‘ ou  Ouy, 8Cm H < Bu) ou
- Pm * u <m Pm * -
31‘2‘ 8.%'1 L2(Rn) L2(Rn) 31‘2 31‘2 L2(R")
—\ Jullzze +[cn (om 5 ) = o
m || B || Nellz2 ey G \ P o ) = 5 .
Ceci permet donc de conclure. O

Proposition 5.2.4 Pour tout f € H, il existe une unique application g € WH2(R") telle que
pour tout h € WhH2(R"),

/ Vh.Vg+/ hg= [ nF.

Démonstration :
On remarque d’abord que pour tout g et h dans W1H2(R"),

(hlg)wraqen) = / Vhvg+ | hg.
Rn Rn

De plus, I'application définie sur W12 (R™) par h Jzn hf est une forme linéaire continue donc,
par le Théoréme de représentation de Riesz, il existe un unique g € W12(R") tel que

/ h?:<h|g>w1,2(Rn):/ vhvg+ [ g

Pour tout h € R™ et toute application u définie sur R", 7pu = u(- + h).

Lemme 5.2.5 Soit u € L?>(R"). Les assertions suivantes sont équivalentes.
(i) uw € WH2(R™);
(i) il existe C tel que pour tout h € R™ on ait

ITnu = ull2gny < CllA]
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(7i7) il existe C tel que pour tout ¢ € D(R™), i € [1,n] on ait
99
‘/Rn ua—xl’ < ClollLzwn)-

De plus, C' = H(Vu.Vu)%HLz(Rn) convient dans (ii) et (iii).
Démonstration :
(1) = (i)
Soient u € W12(R"), A borné dans R™ et (z,h) € (R™)2.
Si on définit v par v : t — u(x + th) de R dans C, alors v/(t) = h.Vu(z + th) et on a donc

w(@ + 1) — u(z) = v(1) — v(0) = /01 V() dt = /01 hNu(z + th) dt.

Ainsi,
1
|Thu(x) —u(z)] < /h.Vu(w—i—th) dt’
< (x +th) dt‘
1
2
< < (z + th) )
1
n 2\ 3
<l (Z “ (2 + th) )
1 Z
1
2
< |hllan </ Vu(z + th). V(e + th) dt)
De plus,
mu(z) — u(@)? < HhHRn/ Vu(z + th). Vu(z + th) dt.
Donc on a
1
/\77111(36)—21(38)]2 dz < HthM// Vu(z + th).Vu(z + th) dtdz
A A Jo
1
< ||h\|]§n/ /Vu(x+th).Vu(x+th) dz dt
0 Ja
1
< ||h\|§n/ Vu(z).Vu(z) dzdt.
0 JA+tn

1
Bt enfin, [myu(z) — u(e) 24y < [l (Ve T3 [ 2.

Ceci étant vrai pour tout A borné dans R™, on a

1
ITnu(z) = w(@)l 2 @ey < [hllen (Ve Vu) 2| 2@

(i) => (4ii)
Soient ¢ € D(R™), h € R", il existe C' tel que

< Cl[hllrn 0]l L2 (=) -

[ (@l + h) ~ u(a))é(w) do
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Mais on a
| e+ ) —u@)é@) de = [ u@+hé@) do— [ a@) do
= [ ul@)(éa—h) - 6(a) da

n

Puis pour tout ¢ € [1,n], t > 0,

[ a2

dz < C|¢[|2(gn)-
On obtient (iii) en passant & la limite quand ¢ tend vers 0.

(ii)) = (i)

Soient i € [1,n] et F : ¢ — [gn ug—i définie sur D(R™). F' se prolonge en une forme linéaire
G sur L?(R"). Ainsi, par le théoréme de représentation de Riesz, il existe g € L2(R") telle que
pour tout ¢ € L?(R"),

G@) = | g0

Cela est vrai en particulier sur D(R") et u appartient donc & W1H2(R™). O

Théoréme 5.2.6 Soient f € H et u € WH2(R?) telles que pour tout ¢ € WH2(R"),

/ Vgp.Vu+/ ﬂgoz/ fo.

On a alors u € W22(R™).

Démonstration :
Soit h € R™, h # 0. Notons Dpu = ﬁ(mu — ). Soit g = D_p(Dpu), g € WEAR") car
u € WH2(R™) donc on a

/n V(D,h(Dhu))Vu + ﬁD,h(Dhu) = /Rn 7D,h(DhU,).

R"
/nﬂ(m)D,h(Dhu(x)) de = ﬁ (/nﬂ(x)ThDhu(x) dz — /nﬂ(x)Dhu(x) dx)
= ﬁ (/nﬂ(:c)Dhu(x —h) dx — /nﬂ(:c)Dhu(x) dx>

= ﬁ (/R” u(x + h)Dpu(x) de — /nﬂ(:c)Dhu(x) dx>

_ / Dy,
Rn

En utilisant la linéarité du gradient, on a de méme
/n V(D_p(Dpu)).Vu = - VDpu.VDpu.
Ainsi, on a
1Dwulfyrzeny = [ (FDw)*+ [ (Dh)* < 2y ID-(Dn) 2y

35



D’apres le lemme précédent, pour tout v € WH2(R"), on a
1
| Dpollpz@ny < [(Vo.Vo) 2| L2wny

En particulier, en 'appliquant a v = Dypu dans 1’égalité précédente, on a
1
[ Drulliyremny < [fllrz@mll [[(V(Dhu).V(Daw))2 || 2mny < ([ f] 2@ [ Dhullwzgn)
Ainsi,
[ Drullwrz@ny < Ifllz2@n
Puis, pour tout i € [1,n],
[ouge] <
ho -~ 2(Rn) -
afEi LQ(Rn L2(R™)
WL2(R") et par suite u € W22(R"). O

Par le lemme précédent, pour tout i € [1,n]

Proposition 5.2.7 Soient f et g dans W22(R"), on a
(~Alghn = [ V199

Démonstration :
Soit (U )men une suite de D(R™) qui tende vers g dans W12(R")
Pour i € [1,n], soit (v;m)men une suite de D(R™) qui tende vers afl dans W12(R")
Soient (m;);cfo,n] € N1 et  un ouvert borné tel que w,,, soit nulle en dehors de €,
O,

o L avi,mi o L aumo
fmo >H_ZZ;/Q_ Ox; umo_;/ s Ox; Z/ vim: ox;
9%f

dans H et 2 ”” tend vers 522
i

OV m,

(-3 %

Ceci d’apres la formule de Green. Soit ¢ € [1,n]
Comme (v; ) tend vers g—i dans W12(R"), v; , tend vers
dans H. En passant a la limite quand m; tend vers l'infini pour tout 7 € [1 n]] on a

_Z/nax Umy =

En passant a la limite quand mg tend vers I'infini, on a

(Mg = [ VIV,

0f Dty

;/n Ox; Ox;

Proposition 5.2.8 L’opérateur A est dissipatif.

Démonstration
Soit f € W22(R"), d’apres la Proposition 5.2.7

(A1) = [ IV =0

SiA>0, (M = A)fI2 = NIFIP + AL+ 2(=AF1f)u > N fI?

Proposition 5.2.9 Im(I — A)
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Démonstration :
Soit f € H, par les Théorémes précédents, il existe u € W22(R") telle que pour tout h € D(R™),

/ VhNu+ | ah= [ Fh
Par la formule de Green, on a

Vh.Vu = — / (AT)h.

n

Rn

Puis —Au + u = f au sens des distributions. O
Proposition 5.2.10 A est auto-adjoint.

Démonstration :
D’apres la Proposition 5.2.7 pour tout f et g dans W22(R"),

(Aflg) = (flAg).

Proposition 5.2.11 A est fermé d domaine dense.

Démonstration :
Montrons que D(A)+ = {0}. Soit y € D(A)*. D’aprés la Proposition 5.2.9, il existe u € D(A)
tel que y = u — Aw. Ainsi, pour tout z € D(A), on a

0= (zly) = (z|lu — Au) = (z — Azx|u)

car A est autoadjoint. Ainsi v € Im(I — A)* = {0}. On a donc que y = 0 puis D(A)*+ = {0}.
Le domaine D(A) est donc dense dans H.

De plus Im(I — A) = H et A est dissipatif donc I — A est inversible et p(A) # &. Donc, comme
dans le Corollaire 3.2.10, on a que A est fermé. O

5.3 Résolution de I’équation
On peut maintenant justifier 'existence et I'unicité des solutions de (EC).

Théoréme 5.3.1 L’équation (EC) admet une unique solution pour toute condition initiale
u(0) € L?(R™).

Démonstration :
On vient de montrer dans la section précédente que A était autoadjoint et dissipatif. Cela
implique que I'image numérique W (—A) = W(—A*) C RT. De plus —A est fermé et & domaine
dense. Donc, par le Théoréme 4.1.7, pour tout ¢ € |0, o [, A génére un semi-groupe holomorphe
™

d’angle § — . A géneére donc un semi-groupe holomorphe d’angle 5. On conclut ainsi par le

Corollaire 4.1.8 & I’existence et 'unicité d’une solution de (EC) pour toute condition initiale. [J

On va maintenant chercher a ’expliciter. Pour cela on utilisera la transformée de Fourier définie
sur L?(R") par

F(f)y= [ fl@)e ™ dz= lim Fla)e ) d.
R R2aoo [-R,R]"
L=(R™)
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Cette égalité n’est pas une égalité ponctuelle mais une égalité de fonction dans L2(R") et la
limite est également dans L?(R™). De plus F est une bijection de L?(R™) sur L?(R"). On note

sa réciproque F et on a .

Théoréme 5.3.2 L’unique solution u de l’équation (EC) vérifiant w(0) = f € H est donnée
par

1 _ llz—y?
u(t,r) = W/Rne - f(y) dy

pour tout t > 0 et x € R".
Démonstration :
On sait déja que 1’équation (EC) admet une unique solution continue sur R™ et dérivable sur

R* . Il suffit donc de déterminer I'expression de cette solution sur R* que I'on notera w.
En appliquant la transformé de Fourier a ’équation (EC), on obtient pour tout ¢ > 0

F (%(t)) — F(Au(t)).

Or, on a d’une part que pour presque tout £ € R"
ou 0
F(5®)© = 5Fu®)E)

et d’autre part, du fait que u(t) € W22(R"), que

n 24
FlAu)(e) = Zf(a <t>) ©

2
Pt oxy,
n

= > (i&)*F(u(t))(€)

k=1

= —lgl* Flu®)(©).

Ainsi pour ¢ fixé I'application ¢¢ : t — F(u(t))(§) vérifie sur R* 1'équation différentielle

or = —lIEII” e

De plus ¢¢ est continue sur R™ et ¢¢(0) = F(f)(£), donc on obtient que pour tout ¢ > 0

e(t) = F(f)(€) e eI,

Pour trouver u, on applique la transformée de Fourier inverse F et on obtient que pour tout
t>0etzeR™, u(t,x) =F (& pe(t))(z).
Or,
pe(t) = F(H)E) e I
R TP 2
= F(NE) Fly = Fla e w)(6)
2

1 _ iyl
= F()E) f(w T )(s) (5.1)
1 b2
= J:<f*(47'rt)% e 4 )(5)



L’égalité (5.1) est montrée dans le Lemme 5.3.3 qui suit.
Finalement on obtient pour tout ¢t > 0 et x € R"

u(t,z) = F(§— pe(t))(x)

2
= 71 - f * 6_%
(4mt)2
1 lle—yll?
= o 6_4—t d .
e L 1w y
Ce qui démontre le résultat voulu. O
Lemme 5.3.3 Pour tout £ € R™ on a
2
f(x s e*||m||2t)(£) _ % e~ ”i‘ ]
(4rmt)z

Démonstration :
On obtient d’abord par le théoreme de Fubini que pour tout £ € R" et £ > 0,

Fla s eIy = (271)” / o—llel?t itele) g,
R?’L

1 - ;
= W H /Reixit ezxkgk dl’k
k=1

11 suffit donc de calculer g(w) = [p e~*t ¢% dg pour tout w € R. On peut d’abord remarquer
par le théoréme de convergence dominée que g est dérivable sur R et vérifie

Jd(w) = /iﬂ:e_x% e dx
R

— [g_tie—aﬂt eia:w +oo+%/ e_g;?t Z-weimw dr
— 0 R
w
= —ﬂg(w)-

2

On obtient donc que g(w) = g(O)efﬁ_t pour tout w € R. De plus,

2 1 2 NZs
Oz/e_xtdx:—/e_x dx = —.
9(0) R Vi Jr NG
Ainsi on obtient le résultat souhaité, a savoir

Fla m elolPty ) =
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