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Cadre général

On considere un espace de Banach X de I’espace des suites indexées sur Z, a valeurs dans C
qui est stable par translation a droite et a gauche. On appelle vecteur cyclique de X toute suite
(un)nez de X dont le sous-espace vectoriel engendré par les translatés (u,,) est dense dans X, ou
autrement dit

span{ (U4 )nez, kK € Z} = X.

Le but de la recherche est d’étudier des conditions nécessaires et des conditions suffisantes a la
cyclicité voire essayer de trouver une caractérisation. Le cas X = (P(Z) a été étudié par Wie-
ner, Beurling, Newman et plus récemment par Lev et Olevskii. Nous nous sommes intéressés aux
espaces ((Z) avec poids.

Premiers résultats de Wiener

Norbert Wiener (1894-1964)

En 1932 Norbert Wiener s’intéressa a la cyclicité et i1l en donna une caractérisation dans les
espaces ('(7Z) et £*(7) faisant intervenir la transformée de Fourier.

Théoreme. (Wiener 1932)

1. Une suite u € (1(7) est cyclique dans (*(7) si et seulement si sa transformée de Fourier 1 ne
s’annule pas sur le cercle T = R /27,

2. Une suite u € (*(7) est cyclique dans (*(Z) si et seulement si sa transformée de Fourier 0 ne
s’annule pas presque partout (pour la mesure de Lebesgue) sur le cercle T = R /27 Z.
avec Ut — X une'™,
nez

Dans les deux cas on remarque que u est cyclique si et seulement si I’ensemble Z(u) des zéros
de u est « petit » (vide pour p = 1 et de mesure de Lebesgue nulle pour p = 2). Ainsi Wiener
conjectura que ce résultat devrait rester vrai pour 1 < p < 2 avec la notion de « Z(4) petit » a
définir et qui doit se situer entre Z(4) = & et Z(4) de mesure nulle.

Résultats sur la cyclicité dans (*(7Z)

Dans cette partie on s’intéresse au lien entre la cyclicité et les zéros de la transformée de Fourier.
Pour pouvoir définir I’ensemble Z(4) = {t € T, 4(t) = 0}, on va considérer u € ¢1(Z), de sorte
que 4 soit continue.

Raphaél Salem (1898-1963), Arne Beurling (1905-1986), Donald J. Newman (1930-2007), Alexander Olevskii

La caractérisation de la cyclicité dans /P(Z) est a priori un probleme difficile. Il existe cepen-
dant un cas facile dans lequel la cyclicité se caractérise grace a I’ensemble Z(a) : c’est le cas
p > 2. Une suite u est cyclique dans ¢P(7Z) avec p > 2 si et seulement si Z() ne supporte aucune
distribution non nulle a coefficients de Fourier dans [9(7Z) avec ¢ = pfg. Cette condition n’est
cependant pas effective.

En 1951, Arne Beurling détermina une condition suffisante a la cyclicité dans [P(Z) pour
l<p<?2

Théoréme. (Beurling 1951) Soitw € (NZ) et 1 < p < 2.

Si la dimension de Hausdorff de Z (1) est strictement inférieure a 2(p p_ Y alors u est cycliqgue dans
(P(Z).

La méme année Raphaél Salem démontra que la borne 2(19];1)

male.

Théoreme. (Salem 1951) Soitl < p < 2.

Pour tout 2(pp—1) < a < 1il existe u € (X(Z) non cyclique dans (P(Z) vérifiant iim(Z(0)) = .

du théoreme précédent est opti-

En 1964, Donald J. Newman étudia le cas limite dim(Z(a)) = 20=1) plys précisement il re-

p
2(p p_ 1). Il posa la question suivante.

garda le cas ou la a-mesure de Z() est nulle pour v =
L’égalité¢ Hy,(Z(u)) = 0 implique-t-elle que u soit cyclique dans (P(Z) ?

Newman répondit partiellement a cette question en introduisant la notion de a-mesure forte (voir
[5]). Il étudia également le cas dim(Z(u)) = 1.

Théoreme. (Newman 1964) Soit u € El(Z) etl <p<2

2(p—1)

1. S§i Z(0) est de a-mesure forte O pour o = ( o alors u est cyclique dans (¥ (7).

2. 1l existe v € (X(Z) cyclique dans (P(Z) pour tout p > 1 et tel que dim(Z(0)) = 1.

En 2011, Nir Lev et Alexander Olevskii infirment la conjecture de Wiener. Ils démontrent que
I’on ne peut pas caractériser la cyclicité d’un vecteur u dans ¢P(Z), 1 < p < 2, en utilisant
seulement Z (1), les zéros de la transformée de Fourier.

Théoréme. (Lev et Olevskii 2011) Pour 1 < p < 2, il existe u et v dans (Y(7) tels que

A

Z(u) = Z(0) et tels que u soit cyclique dans (P(7.) et v ne soit pas cyclique dans (P (7).

La question de la caractérisation de la cyclicité dans /P(7Z), 1 < p < 2, reste toujours ouverte.
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Cyclicité dans les espaces /” a poids

Nous nous sommes intéressés a la cyclicité dans les espaces ¢ a poids de la forme

(B(Z) = {u = (un)pez € CZ, |ulll = £ |unl’(1+ |n])P’ < oo
g nez,

avec p > 1 et 5 € R. Dans toute la suite on notera g = pﬁl.

Comme dans le cas des / sans poids, il existe ici aussi deux « familles » d’espaces ou la carac-

térisation de la cyclicité est facile : lorsque E%(Z) est une algebre de Banach et lorsque p = 2.

Théoreme. Soit 1 < p < oo and 5 > 0.

1. (%(Z) est une algébre de Banach si et seulement si 5q > 1. De plus lorsque Bq > 1, un
p

vecteur u, € 5%(2) est cyclique dans E%(Z) si et seulement si U ne s’annule pas sur T.

2.851 5 < %, un vecteur u € %(Z) est cyclique dans K%(Z) si et seulement si la 1 — 23-capacité
(cf[2]) de Z(1) est nulle.

Nous avons obtenu les résultats suivants qui généralisent les résultats de Beurling, Salem et
Newman.

Théoreme. Soit 1 < p <2, B> 0tel que Bqg < 1letu € %(Z).
1. Sidim(Z(u)) < 2(1 — Bq) alors u est cyclique dans f%(Z).
2.Sidim(Z(a)) > 1 — Bq alors u n’est pas cyclique dans 8%(2).
3. Pour ?](1 —Bq) < a <1, il existe u € %(Z) non cyclique dans E%(Z) tel que dim(Z (1)) = .
4. Sip= 2lzﬁlpour k € N* il existe u € %(Z) cyclique dans €%(Z) tel que dim(Z (1)) = 1—fq.
1. 3. et 4. 2.

dim(Z(a)) | | | |
U 21— Bg) 1-Pq .

Pour la propriété 4. nous avons un resultat optimal que lorsque p est de la forme 2142:51 Dans le

cas p quelconque nous avons aussi des résultats mais on atteint pas la borne dim(Z(a)) = 1 — q.

Théoreme. Soit 1 < p <2, B> 0tel que Bqg < 1letu € %(Z).

1. Si Z(u) est de a-mesure forte nulle, avec o = 3(1 — Bq), alors u est cyclique dans K%(Z).

(0]

2. 1l existe u € %(Z) non cyclique dans ég(Z) vérifiant Hy(Z(u)) =0, ou h(t) = ln({/t)’Y avec
azg(l—ﬁq) ety > 3.
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